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Μάθηµα - Φραγµένοι Τελεστές

΄Ασκηση 1. ΄Εστω X,Y χώροι µε νόρµα και T : X → Y γραµµικός τελεστής. Να δείξετε ότι ο T
είναι ϕραγµένος αν και µόνο αν για κάθε (xn)n∈N ⊆ X µε xn → 0, η (Txn)n∈N είναι ϕραγµένη
ακολουθία του Y .

΄Ασκηση 2. Θεωρείστε τους ακόλουθους τελεστές :

(i) Για b̃ = (bn)n∈N ∈ `∞, ορίζουµε Tb̃ : `2 → `2 έτσι ώστε Tb̃(ã) = (anbn)n∈N, για κάθε
ã = (an)n∈N ∈ `2,

(ii) T : c→ c, µε T ((x1, x2, x3, . . .)) = (x1, x1, x2, x3, . . .), για κάθε x̃ = (xn)n∈N ∈ c,

(iii) T : `2 → `2, µε T ((x1, x2, x3, . . .)) = (x1, x1, x2, x3, . . .), για κάθε x̃ = (xn)n∈N ∈ `2.

Να αποδείξετε ότι είναι καλά ορισµένοι, γραµµικοί, ϕραγµένοι και να υπολογίσετε τη νόρµα τους.

΄Ασκηση 3. (i) ΄Εστω X χώρος µε νόρµα και T ∈ B(X). Να δείξετε ότι το σύνολο των σταθερών
σηµείων του T , δηλ. το Fix(T ) = {x ∈ X : T (x) = x}, αποτελεί κλειστό διανυσµατικό
υπόχωρο του X και να ϐρεθεί τελεστής S ∈ B(X) τέτοιος ώστε Fix(T ) = KerS.

(ii) Να προσδιορίσετε το Fix(T ) για τους τελεστές που ορίστηκαν στα ερωτήµατα (ii) και (iii) της
΄Ασκησης 2.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος µε νόρµα. ΄Ενας τελεστής P : X → X ονοµάζεται ϕραγµένη
προβολή, αν είναι γραµµικός, ϕραγµένος και επιπλεόν P 2 = P . Να δειχθούν τα ακόλουθα:

(i) ΄Ενας τελεστής P είναι ϕραγµένη προβολή αν και µόνο αν ο I − P είναι ϕραγµένη προβολή.

(ii) ΄Εστω P ∈ B(X) ϕραγµένη προβολή. Τότε

(α΄) KerP = Im(I − P ) και ImP = Ker(I − P ),
(ϐ΄) ‖P‖ ≥ 1,
(γ΄) το σύνολο ImP αποτελεί κλειστό υπόχωρο του X,
(δ΄) για κάθε x ∈ X, dist(x, ImP ) ≤ ‖x− Px‖ ≤ (‖P‖+ 1) dist(x, ImP ).

΄Ασκηση 5. Για κάθε φ ∈ C[0, 1] ορίζουµε τον τελεστή Tφ : C[0, 1] → C[0, 1] για τον οποίον
Tφ(f) = f ◦ φ, για κάθε f ∈ C[0, 1]. Να δείξετε ότι

(i) ο Tφ είναι γραµµικός και ϕραγµένος και να υπολογίσετε τη νόρµα του.

(ii) Ο Tφ είναι ‘‘1-1’’ αν και µόνο αν η φ είναι επί.

(iii) Για κάθε φ ∈ C[0, 1], Fix(Tφ) 6= {0}.

(iv) Θεωρείστε τον T = Tφ για φ(x) = x2. Να υπολογίσετε τον Tn για κάθε n ∈ N και να ϐρείτε
τα σταθερά σηµεία του T .

(v) ΄Εστω φ ∈ C[0, 1] για την οποία υπάρχει t0 ∈ [0, 1] τέτοιο ώστε το σύνολο {φn(t0) : n ∈ N} να
είναι πυκνό στο [0, 1]. Να δείξετε ότι dimFix(Tφ) = 1.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω X,Y χώροι µε νόρµα και f : X → Y συνεχής και αθροιστική συνάρτηση (δηλ.
f(x+ y) = f(x) + f(y), για κάθε x, y ∈ X). Να δειχθεί ότι η f είναι γραµµική.


